
 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο απόδειξη σελ.186 

Α2. Σχολικό βιβλίο θεωρία σελ. 142 

Α3. Σχολικό βιβλίο θεωρία σελ.161 

Α4. 

   α. Σωστό 

   β. Σωστό 

   γ. Σωστό 

   δ. Λάθος 

   ε. Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β  

B1. 

 f: (−∞, 1] → ℝ με f(x) = x4 − 2x2 + 1 =(x2-1)2,  

      g(x): [0, +∞) με g(x) = √x. 

Για το Dfog= {x ∈ Dg και g(x) ∈ Df} = {x ≥ 0 και √x ≤ 1 } = {x ≥ 0 και x ≤ 1} 

Άρα Dfog=[0,1] 

fog(x)= f(g(x)) =(√x)
4
− 2(√x)

2
+ 1 = ((√𝑥)2 − 1)2 = (x − 1)2, x ∈ [0,1] 

Β2. 

 

h(x)=(x-1)2  ,   x [0,1] 

είναι παραγωγίσιμη στο [0.1] με h’(x)=2(x-1) < 0 για κάθε x (0,1) 

 Άρα η h(x) είναι γν. φθίνουσα στο [0,1] άρα η h(x) είναι ΄1-1΄ άρα αντιστρέψιμη. 

 

 



 
h(x)=y  (x-1)2=y  |x-1|=√y  1-x=√y  x=1 − √y  ,  x [0,1]      (1) 

με 0≤1-√y≤1  -1≤-√y≤0 1≥√y≥0  y [0,1] 

από (1)  => h-1(y)=1-√y 

 άρα h-1(x)=1-√x   ,   x [0,1] 

 

B3.i) h-1(x)=1 − √𝑥, 𝑥 ∈ [0,1] 

𝜑(𝑥) = {

ℎ−1(𝑥)

1 − 𝑥
 , 𝑥 ∈ [0,1)

1

2
      , 𝑥 = 1

 

Πρέπει να έχουμε φ συνεχή στο [0,1). Η φ είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών στο [0,1) 

lim
𝑥→1−

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→1−

1 − √𝑥

1 − 𝑥
= lim
𝑥→1−

1 − 𝑥

(1 − 𝑥)(1 + √𝑥)
= lim
𝑥→1−

1

√𝑥 + 1
=
1

2
= 𝜑(1) 

Επομένως lim
𝑥→1
𝜑(𝑥) = 𝜑(1) άρα η φ(x) είναι συνεχής στο 1 , άρα φ συνεχής στο [0,1]. 

Επίσης φ(0)=1 ≠ 
1

2
 = φ(1). 

Άρα πληρούνται οι προϋποθέσεις του ΘΕΤ. 

Β3.ii) 

φ(x0) = ημα 

Για κάθε 𝛼 ∈ [
𝜋

6
,
𝜋

2
]  η συνάρτηση 𝜅(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥  είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 

𝜋

2
]άρα 

 𝜂𝜇
𝜋

6
≤ 𝜂𝜇𝛼 ≤ 𝜂𝜇

𝜋

2
  

1

2
≤ 𝜂𝜇𝛼 ≤ 1  

Άρα για  𝛼 ∈ (
𝜋

6
,
𝜋

2
)

1

2
< 𝜂𝜇𝛼 < 1  

Οπότε από Β3i  και εφόσον ισχύει το Θ.Ε.Τ. υπάρχει  𝑥0 ∈ (0,1) 𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊 ώ𝜎𝜏𝜀  

𝜑(𝑥0 ) =  𝜂𝜇𝛼  

 

 

 



 
 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 𝑓′(𝑥) = {
−2          ,    𝑥 < −1

3𝑥2 − 1,   𝑥 > −1
 , 

𝑓(0) = 0 

Για 𝑥 < −1 ∶   𝑓′(𝑥) = −2 ά𝜌𝛼 𝑓(𝑥) = −2𝑥 + 𝑐1 

Για 𝑥 > −1 ∶ 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 1, άρα 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 + 𝑐2 

Οπότε 𝑓(𝑥) = {

−2𝑥 + 𝑐1     , 𝑥 < −1

𝑥3 − 𝑥 + 𝑐2 , 𝑥 > −1
 𝑐3                , 𝑥 = −1

 

𝑓(0) = 0 ⟺ 𝑐2 = 0 

H f είναι συνεχής στο ℝ οπότε lim
𝑥⟶−1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶−1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(−1) 

Άρα 2+c1= 0 = c3  

Επομένως c1=-2 και c3=0 

 

Οπότε 𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 − 2     , 𝑥 < −1

𝑥3 − 𝑥         , 𝑥 > −1
0               , 𝑥 = −1

  ή 𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 − 2          ,    𝑥 ≤  −1

𝑥3 − 𝑥            ,   𝑥 > −1
 , 

Γ2. 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) διέρχεται από το Κ(0,-2) άρα  

−2 − (𝑥0
3 − 𝑥0) = (3𝑥0

2 − 1)(0 − 𝑥0) ⟺ 

−2 − 𝑥0
3 + 𝑥0 = −3𝑥0

3 + 𝑥0⟺ 

2𝑥0
3 = 2 ⟺ 𝑥0

3 = 1 ⟺ 𝑥0 = 1 

Οπότε το σημείο επαφής είναι το Α(1,f(1)) δηλαδή Α(1,0) και η εφαπτομένη έχει 

εξίσωση: 

𝜀: 𝑦 − 0 = 2(𝑥 − 1) ⟺ 𝑦 = 2𝑥 − 2 

 

 



 
 

 

Γ3. 

 

y=2x-2    ,    x>2      άρα     y>2 

𝛦 =
1

2
(𝛤𝛫)(𝛭𝛫) =

1

2
(𝑥 − 2)(2𝑥 − 2) = (𝑥 − 2)(𝑥 − 1) = 𝑥2 − 3𝑥 + 2 

𝐸(𝑡) = 𝑥2(𝑡) − 3𝑥(𝑡) + 2 

𝐸′(𝑡) = 2𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡) − 3𝑥′(𝑡) 𝛾𝜄𝛼 𝑡 = 𝑡𝑜 

Είναι 𝑥(𝑡𝑜) = 3, 𝑥
′(𝑡𝑜) = 2 𝜊𝜋ό𝜏𝜀  

𝛦′(𝑡𝑜) = 2 ∙ 3 ∙ 2 − 3 ∙ 2 = 6
𝜏. 𝜇.

𝑠𝑒𝑐
. 

 

 

 

 

 

M(x,y) 

K(x,0) Γ(2,0) 



 
 

 

Γ4. 

lim
𝑥→−∞

(
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
+
𝑓(−𝑥)

1 − 𝑥3
) = 1 

Διότι: 

• lim
𝑥→−∞

𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
= 0 

Θέτουμε f(x)=y, lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

lim
𝑦→+∞

𝜂𝜇𝑦

𝑦
= 0 

 

|
𝜂𝜇𝑦

𝑦
| ≤

1

|𝑦|
⟺
−1

|𝑦|
≤
𝜂𝜇𝑦

𝑦
≤
1

|𝑦|
  

 

lim
𝑦⟶+∞

(−
1

|𝑦|
) = lim

𝑦⟶+∞
(
1

|𝑦|
) = 0 

 

Από Κριτήριο Παρεμβολής lim
𝑦→+∞

𝜂𝜇𝑦

𝑦
= 0 

• lim
𝑥→−∞

𝑓(−𝑥)

1−𝑥3
 

Θέτω -x=y άρα 𝑦 → +∞  

lim
𝑦→+∞

𝑓(𝑦)

1 + 𝑦3
= lim
𝑦→+∞

𝑦3 − 𝑦

1 + 𝑦3
= lim
𝑦→∞

𝑦3

𝑦3
= 1 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.     

𝑓(𝑥) =  𝑥 − ln(3𝑥) , 𝑥 > 0  

i)  𝑓′(𝑥) =  1 −
1

3𝑥
 ∙ 3 = 1 −

1

𝑥
=
𝑥−1

𝑥
 

 0 1                                       +∞ 

𝑓′(𝑥) - + 

𝑓(𝑥)   
 

 

• lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝑥 − ln(3𝑥)) =  +∞  

• 𝑓(1) =  1 − 𝑙𝑛3 < 0  

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑒𝑥 − ln(3𝑥)) =  lim
𝑥→+∞

ln (
𝑒𝑥

3𝑥
)  

Θέτουμε 
𝑒𝑥

3𝑥
=  𝑦 , lim

𝑥→+∞
(
𝑒𝑥

3𝑥
) =   lim

𝑥→+∞
(
𝑒𝑥

3
) =  +∞ , οπότε έχουμε lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) =

lim
𝑦→+∞

𝑦 =  +∞  

Οπότε 𝐴1 = 𝑓((0, 1]) = [𝑓(1), lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)) = [ 1 − 𝑙𝑛3,+∞)  , 𝜀𝜑ό𝜎𝜊𝜈 𝑓 𝜑𝜃ί𝜈𝜊𝜐𝜎𝛼  

A2 = f([1, +∞)) = [𝑓(1), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥))  = [1 − 𝑙𝑛3 , +∞)      , εφόσον f αύξουσα  

 

Επειδή  0 ∈ 𝛢1 𝜂 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝑓(𝑥) = 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα 𝑥1 (0,1) 

τέτοιο ώστε f(x1)=0 και αφού f είναι 1-1 θα είναι και μοναδική. 

 

 Επειδή  0 ∈ Α2 η εξίσωση f(x) = 0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα x2 ∈ (1,+∞)  

τέτοιο ώστε f(x1) = 0 και αφού f είναι 1 − 1 θα είναι μοναδική, 

τελικά η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς 2 ρίζες x1 < 1 < x2. 

 

+∞ 
+∞ 
 
 
 DLH 



 

ii)  𝑓′(𝑥) = 1 −
1

𝑥
  , 𝑥 > 0  

𝑓"(𝑥) =
1

𝑥2
> 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0  

Άρα f κυρτή  (0, +∞) 

 

Δ2. Ε το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από 𝐶𝑓 και x’x , οπότε  

 𝛦 =  ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 
𝑥2

𝑥1

 

 𝑓(𝑥) =  𝑥 − ln(3𝑥) 

𝑥 < 𝑥1 < 1
𝑓↓
⇔𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥1) ⇔ 𝑓(𝑥) > 0  

𝑥1 < 𝑥 < 1
𝑓↓
⇔𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥1) ⇔ 𝑓(𝑥) < 0 

1 < 𝑥 < 𝑥2
𝑓↑
⇔𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥2) ⇔ 𝑓(𝑥) < 0 

𝑥2 < 𝑥
𝑓↑
⇔𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥2) ⇔ 𝑓(𝑥) > 0 

 

x x1 x2  

f(x) + - + 
 

 

Οπότε είναι  𝛦 =  −∫ (𝜒 − ln(3𝑥))𝑑𝑥 =  −∫ 𝑥𝑑𝑥 +  ∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥 
𝑥2
𝑥1

𝑥2
𝑥1

=
𝑥2
𝑥1

     − [
𝑥2

2
]
𝑥1

𝑥2
+ ∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥 =  − (

𝑥2
2− 𝑥1

2

2
)

𝑥

𝑥1
+  [𝑥𝑙𝑛3𝑥]𝑥1

𝑥2 − ∫ 𝑥 ∙
1

𝑥
𝑑𝑥 =

𝑥2
𝑥1

  

−(
𝑥2
2 − 𝑥1

2

2
) + (𝑥2𝑙𝑛3𝑥2 − 𝑥1𝑙𝑛3𝑥1) − (𝑥2 − 𝑥1) 

Όμως                                     𝑥1 − ln 3𝑥1 = 0  𝑙𝑛3𝑥1 = 𝑥1 

𝜒2 − ln 3𝑥2 = 0  𝑙𝑛3𝑥2 = 𝑥2 

= −(
𝑥2
2 − 𝑥1

2

2
) + (𝑥2

2 − 𝑥1
2) − (𝑥2 − 𝑥1)

= −
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥1) +  2(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 + 𝑥1) − 2(𝑥2 − 𝑥1)

2
 



 

=
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(−𝑥2 − 𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥1 − 2) =

1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 + 𝑥1 − 2 ) 

 

 

Δ3. 

Ε =
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥1 + 𝑥2 − 2 ) 𝜇𝜀 𝑥1 < 1 < 𝑥2 

 Ε > 0 
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥1 + 𝑥2 − 2) > 0 

𝑥2−𝑥1>0
⇔     (𝑥1 + 𝑥2 − 2) > 0 𝑥2 > 2 − 𝑥1  

Επίσης ισχύει 0 < 𝑥1 < 10 > −𝑥1 > −1 ⇒ 2 − 𝑥1 > 1 

Ά𝜌𝛼 2 − 𝑥1 ∈ [𝑥1, 𝑥2]  𝜊𝜋ό𝜏𝜀 𝑓(2 − 𝑥1) < 0  

 

Δ4.  

 2𝑓(𝑥) +  𝑙𝑛3 = 1 + 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) 

f κυρτή στο (0, +∞)  εφαπτομένη της  𝐶𝑓 στο 𝑥2 είναι 

𝜀: 𝑦 − 𝑓(𝑥2) = 𝑓
′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2)𝑦 − 0 = 𝑓

′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2)𝑦 = 𝑓
′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) 

Οπότε η 𝐶𝑓 είναι πάνω από την εφαπτομένη εκτός του σημείου επαφής , οπότε είναι 

 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2)  (1)   η ισότητα ισχύει μόνο για 𝜒 = 𝑥2 

Επίσης είναι  𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(1)𝑓(𝑥) ≥ 1 −  𝑙𝑛3  𝑓(𝑥) + 𝑙𝑛3 ≥ 1  (2) 

 𝜂 𝜄𝜎ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝜇ό𝜈𝜊 𝛾𝜄𝛼 𝜒 = 1 ( 𝑥2 > 1 ) 

Από (1) και (2) έχουμε ότι  

2𝑓(𝑥) + 𝑙𝑛3 > 1 + 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) 

Άρα η εξίσωση  2𝑓(𝑥) + 𝑙𝑛3 = 1 + 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2)  δεν έχει λύση .  

 

 


