
                                                                                                                                

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2020 

Θέμα Α: 

Α1. Θεωρία σχ. Βιβλίου σελ. 76 

Α2. Θεωρία σχ. Βιβλίου σελ. 104 

Α3. 

α) Ψ 

β)  

 

f(x) = x3, f ,γνησίως αύξουσα στο ℝ, αλλά f ′(x) = 3x2, η οποία δεν είναι 

πάντα θετική στο ℝ, αφού f ′(0) = 0.  

Ισχύει όμως f ′(x) ≥ 0, για κάθε x ∊ ℝ 

A4.  

α) Λάθος 

β) Σωστό 

γ) Σωστό 

δ) Σωστό 

ε) Σωστό 

 

 

 



                                                                                                                                

 

ΘΕΜΑ Β  

 B1. 

χ ∈ Αg και g(x) ∈ Af  

 χ ∈ R και ex > 1⟺ ex > e0⟺x > 0 

Άρα Αfog = (0,+∞) με τύπο : 

(fog )(x) =  f(g(x)) = f(ex) =  
ex +  2 

ex −  1 
   , x > 0  

B2. Για κάθε χ1, χ2 ∈ (0 , + ∞)είναι 

 (fog)(x1) = (fog )(x2) ⇒
ex1 +  2

ex
1
−  1

=  
ex2 +  2

ex2 −  1
⇒ 

(ex1 +  2)(ex2 − 1 ) = (ex1 −  1)(ex2 +  2) ⇒ 

ex1ex2 − ex1 +  2ex2 −  2 = ex1ex2 +  2ex1 − ex2 − 2 ⇒ 

3ex2 =  3ex1⇒ ex2 = ex1⇒ x1 = x2 

Άρα η fog είναι 1 -1 οπότε αντιστρέφεται 

Θέτω (fog)(x) =  y ⇒
ex+ 2 

ex−1 
= y 

με y>0
⇔     (αφού 

ex+ 2 

ex−1 
> 0 𝛾𝜄𝛼 𝑥 > 0) 

ex +  2 = yex −  y 
με y>0 
⇔    ex −  yex = −2 − y 

με y>0
⇔    

ex( 1 − y ) =  −2 − y 
με y>0
⇔   ex = 

y + 2 

y − 1 

y≠1
⇔ ln ex = ln

y + 2 

y − 1 
⟺ 

( με y ≠ 1 και y > 0 και 
y+2

y−1 
> 0 ⟺ (y + 2)(y − 1) > 0) 

 

x = ln
y + 2

y − 1
 με y ∈ (1,+∞) 

Άρα (fog )−1(y) = ln
y+2 

y−1
 , y ∈ (1,+∞) 



                                                                                                                                

 

οπότε ( fog )−1(x) = ln
χ+2

χ−1 
 , x > 1 

 

B3.  

φ( x) = ln(x + 2) − ln(x − 1), x > 1 συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων  

φ΄(χ) =  
1

x + 2
(x + 2)΄ − 

1

x − 1
(x − 1)΄ =  

1

x + 2
− 

1

x − 1
=  
x − 1 − x − 2 

(x + 2)(x − 1)

=  
−3 

(x − 1)(x + 2)
< 0 

φ συνεχής στο (1, +∞) με φ΄(χ) > 0 στο (1, +∞) αφού χ > 1 ⟺ χ − 1 > 0 

συνεπώς η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο (1,+∞) .  

 

Β4.  

i. 
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ΘΕΜΑ Γ  

Γ1.  

f συνεχής στο πεδίο ορισμού της άρα και στο 0 οπότε : 

lim
x→0−

f(x) =  lim
x→0+

f(x) = f(0)               (1) 

lim
x→0−

𝑓(𝑥) = lim
x→0− 

(
1

1 − x
−  lnλ) = 1 − lnλ  

limf(x) =
x→0+

lim
χ→0+ 

(ημχ + λσυνχ) = ημ0 + λσυν0 = λ  

Οπότε από (1) είναι : 1 − ln λ = λ ⇔ λ − 1 + lnλ = 0  

Θεωρούμε συνάρτηση g(λ) = ln λ + λ − 1 , λ > 0  

g παραγωγίσιμη για κάθε λ > 0  με 

g′(λ) =  
1

λ
+  1 > 0, για κάθε λ > 0 

Άρα g γν. αύξουσα για λ > 0 

Προφανής ρίζα της g (λ) = 0 είναι λ = 1 και αφού g γνησίως αύξουσα θα είναι 

και μοναδική  άρα  λ = 1 .  

 

Γ2.  

lim
x→0−

f(x) −  f(0)

x − 0 
=  lim

x→0−

1
1 − x

−  1

x
 

lim
x→0−

1 − 1 + x

x(1 − x)
=  lim

x→0−

x

x(1 − x)
= lim
x→0−

1

1 − x
= 1 

lim
x→0+

f(x) −  f(0)

x − 0 
lim
x→0+

ημx + συνx − 1

x 
=  lim

x→0+ 
( 
ημx

x
+ 
συνx − 1

x
 ) = 1 + 0 = 1 

Οπότε  

lim
x→0−

f(x) −  f(0)

x − 0 
=  lim

x→0+

f(x) −  f(0)

x − 0 
= 1ϵR  



                                                                                                                                

 

Άρα ορίζεται η εφαπτομένη στο Α (0,1) με 

 f ′(0) = 1  και αν ω η γωνία που σχηματίζει με τον άξονα  χ΄χ  είναι  εφω = 1 ⟺

ω =
π

4
 

 

Γ3. Κρίσιμα σημεία είναι τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f δεν 

παραγωγίζεται ή η παράγωγος της είναι μηδέν, επομένως: 

 Για x ≤ 0: (η f παραγωγίσιμη ως ρητή) 

f ′(x) = (
1

1−x
)
′
=
−(1−x)′

(1−x)2
=

1

(1−x)2
> 0 (οπότε δεν έχουμε κρίσιμα σημεία) 

Στο  χο=0 είναι παραγωγίσιμη η f από Γ2. 

 Για 0 < x <
3π

2
: (η f παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων) 

με   f ′(x) = συνx − ημx 

 και είναι, 

f ′(x) = 0 ⟺ συνx = ημx ⟺ x1 =
π

4
 ή x2 =

5π

4
   (αφού x ∊ (0,

3π

2
 )) 

 Επομένως τα κρίσιμα  σημεία είναι 

Κ(
π

4
, f (

π

4
)) άραΚ (

π

4
, √2) ,   Λ (

5π

4
, f (

5π

4
)) άρα Λ (

5π

4
, −√2) 

 

Γ4. Για το σημείο Μ(α, f(α)) → (α ≤ 0) → Μ(α,
1

1−α
) και α μεταβλητό με το 

χρόνο α → α(t), για την εξίσωση εφαπτομένης της Cf στο Μ ισχύει: 

ε: y −
1

1 − 𝛼
=

1

(1 − α)2
(x − α) 

y =
1

(1 − α)2
x −

α

(1 − α)2
+

1

1 − α
 

y =
1

(1 − α)2
x + (

−α + (1 − α)

(1 − α)2
) 

y =
1

(1 − α)2
x +

−2α + 1

(1 − α)2
 

 για να βρούμε τα σημεία τομής της  ε με x′x: 

 Θέτουμε y = 0 ⇒
1

(1−α)2
x =

2α−1

(1−α)2
⇒ x = 2α − 1, άρα το σημείο τομής 

είναι το Β(2α − 1,0) 



                                                                                                                                

 

 Επομένως το σημείο Β θα έχει τετμημένη: xB(t) = 2α(t) − 1 

 Άρα ρυθμός μεταβολής τετμημένης: 

xB
′ (t) = 2α′(t) = −

2

3
α(t) 

μονάδες μήκους

μονάδες χρόνου
 

και τη στιγμή t0 κατά την οποία είναι: 

α(t0) = −1, άρα xB
′ (t) =

2

3
 
μονάδες μήκους

μονάδες χρόνου
 

 

 

Θέμα Δ: 

Δ1.  

f ′(x) = ex + 2x − e 

f′′ (x) = ex + 2 > 0, x ∊ ℝ , άρα η f ′ γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

Η f ′ συνεχής στο [0,1] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

f ′(0) = 1 − e < 0 

f ′(1) = e + 2 − 2 > 0 

άρα έχουμε  f ′(0) ∙ f ′(1) < 0 

Από Θεώρημα Bolzano, υπάρχει x0 ∊ (0,1), τέτοιο ώστε f ′(x0) = 0 

Επειδή  f ′ γνησίως αύξουσα στο ℝ, το x0 είναι μοναδικό. 

Για x < x0 ⇒ (αφού η f
′ αύξουσα)  ⇒ f ′(x) < f ′(x0) ⇒ f

′(x) < 0 

άρα η f γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (−∞, x0] 

Για x0 < x ⇒ (αφού η f
′ αύξουσα)  ⇒ f ′(x0) < f

′(x) ⇒ f ′(x) > 0 

άρα η f γνησίως αύξουσα στο διάστημα [x0 +∞) 

Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο x0, το f(x0) = e
x0 + x0

2 − e ∙ x0 − 1 

Όμως f ′(x0) = 0 ⟺ ex0 + 2x0 − e = 0 ⇒ e
x0 = e − 2x0  

άρα f(x0) = e − 2x0 + x0
2 − 3x0 − 1 ⟺ 

f(x0) = x0
2 − (e + 2)x0 + e − 1 

 

Δ2. Ισχύει η ανίσωση: 

−1 ≤ ημ (
1

x−x0
) ≤ 1, για x ≠ x0 



                                                                                                                                

 

1

f(x)−f(x0)
− 1 ≤

1

f(x)−f(x0)
+ ημ (

1

x−x0
) ≤

1

f(x)−f(x0)
+ 1 (1) 

H f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο x0 ∊ (0,1) 

f(x) ≥ f(x0), οπότε για x κοντά στο x0 

άρα, 

f(x) − f(x0) > 0 

και lim
x→x0

(f(x) − f(x0)) = 0 και lim
x→x0

[
1

(f(x)−f(x0))
] = +∞ 

οπότε, 

lim
x→x0

[
1

(f(x) − f(x0))
− 1] = +∞ 

από σχέση (1) και όριο και διάταξη, έχουμε: 

lim
x→x0

[
1

(f(x) − f(x0))
+ ημ (

1

x − x0
)] = +∞ 

 

Δ3.  

f(x) + x = x0⟺ 

f(x) + x − x0 = 0 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f(x) + x − x0, με x0 ∊ (0,1) 

 Η g είναι συνεχής στο [x0, 1] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

g(x0) = f(x0) + x0 − x0 = f(x0) 

g(1) = f(1) + 1 − x0 = e + 1 − e − 1 + 1 − x0 = 1 − x0 > 0 

 αρκεί να δείξω ότι f(x0) < 0 

 η f γνησίως φθίνουσα για κάθε x ∊ [0, x0] 

0 < x0⟺ (αφού η f γνησίως φθίνουσα) ⟺ f(0) > f(x0) ⟺ 0 > f(x0) 

 άρα g(x0) ∙ g(1) < 0 

 άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει ρ ∊ (x_0,1), τέτοιο ώστε: 

g(ρ) = 0 ⟺ 

f(ρ) + ρ − x0 = 0 ⟺ f(ρ) + ρ = x0 

 Η g παραγωγίσιμη στο ℝ ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων 



                                                                                                                                

 

g′(x) = f ′(x) + 1 > 0, για κάθε x ≥ x0 αφού για x > x0 ⇒ 𝑓΄(𝑥) > f
′(x0) ⇒

f ′(x) + 1 > 0 + 1 > 0 

Άρα η g γνησίως αύξουσα στο [x0, 1], άρα η g έχει το πολύ μία ρίζα και 

άρα το ρ ∊ (x0, 1) είναι μοναδικό. 

 

Δ4. Η ζητούμενη ανίσωση γίνεται: 

f(x0) > f(ρ) ∙ f
′(κ) + f(ρ) ⟺ 

f(x0) − f(ρ) > f(ρ) ∙ f′(κ), με κ ∊ (ρ, 1) 

 Όμως f(ρ) = x0 − ρ από Δ3 και x0 < ρ, άρα f(ρ) < 0 

f(x0) − f(ρ)

f(ρ)
< f ′(κ), κ ∊ (ρ, 1) 

f(x0) − f(ρ)

x0 − ρ
< f ′(κ), κ ∊ (ρ, 1) 

f(ρ) − f(x0)

ρ − x0
< f ′(κ), κ ∊ (ρ, 1) 

 η f συνεχής στο [x0, ρ] 

 η f παραγωγίσιμη στο (x0, ρ) με f′ γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

 Από Θ.Μ.Τ. υπάρχει ξ ∊ (x0, ρ) τέτοιο ώστε, 

f ′(ξ) =
f(ρ) − f(x0)

ρ − x0
 

 Όμως, 

x0 < ξ < ρ < κ < 1 ⟺ (αφού f ′ γνησίως αύξουσα) ⟺ f ′(ξ) < f ′(κ)

⟺
f(ρ) − f(x0)

ρ − x0
< f ′(κ), κ ∊ (ρ, 1) 

 


